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РАЗВИТИЕ ПОНЯТИЯ ЧИСЛА

НА ОСНОВЕ ПРИНЦИПОВ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ

И ДОПОЛНИТЕЛЬНОСТИ

Говорят, что дважды два четыре,

но только все не ясно в этом мире.

И дважды два у нас выходит пять!

                                         (Из песни)

ВВЕДЕНИЕ

Построение любой математической  теории базируется на создании логико-конструктивного поля определенных начальных условий, аксиом и постулатов. Рассмотрению этих основ и посвящена настоящая статья.

Фундаментом почти всех разделов математики являются понятия и свойства главных числовых систем. Числа подразделяются на отдельные классы: целых, рациональных, вещественных и комплексных чисел.

Как правило, базовым понятием при изучении числовых систем является дискретное множество натуральных чисел, остальные числовые системы – последовательное расширение этого множества. В настоящей работе осуществлен подход к изучению числовых систем от свойств непрерывности множеств и от понятия иррационального числа. В связи с этим иррациональным числам уделяется особое внимание.


Задача данной работы – объединение и изучение всех классов чисел на единой логической основе. Таким логическим основанием служат физико-философские принципы относительности и дополнительности. Все изложение строится на нескольких простейших и в то же время наиболее общих понятиях: в области философии – диалектический материализм; в математике – непрерывность, принадлежность, взаимно-однозначное соответствие, множество, число.

§1. КРИТЕРИИ СРАВНЕНИЯ ИРРАЦИОНАЛЬНЫХ 

ВЕЛИЧИН

1.1. Определение 1.1.1. “Числа, представляющие  длины отрезков, несоизмеримых с единицей масштаба (т.е. отрезков, которые нельзя выразить целым или дробным числом) называются иррациональными” [1] стр. 177.

Определение 1.1.2. “Иррациональным числом называется действительное число, определяемое сечением Дедекинда в поле рациональных чисел только третьего вида” [2] стр. 18.


Единственность представления любого положительного иррационального числа бесконечной цепной дробью позволяет дать еще одно определение иррациональности.

Определение 1.1.3. “Иррациональным называется число, которое может быть представлено бесконечной цепной дробью”.

На основе вышеприведенных определений можно охарактеризовать иррациональные числа в наиболее общем виде: иррациональное число – попытка сравнения принципиально несравнимых конечным образом между собой величин.

Примечание: Термин “величина” несет в тексте  двойную смысловую нагрузку: 

1. “величина” в смысле увеличения – уменьшения; 

2.  “величина” в смысле расширения термина “число”, т.е. как какой-то объект вообще.

1.2. Термин “иррациональный” дословно означает “не имеющий отношения”. Но из всего вышесказанного не следует, что для иррационального числа вообще нельзя подобрать какой-то критерий сравнения, который бы позволил сравнивать эти величины конечным образом. Таким критерием сравнения может служить само это иррациональное число. В самом деле, любое иррациональное число можно сравнить само с собой конечным образом без получения новой иррациональности.

Поясним это на конкретных примерах.
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Пример 1.

 и т.д.

Пример 2. Примем за единицу масштаба иррациональное число 
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, тогда мы можем производить математические действия с числами кратными 
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, причем, если ограничиться операциями сложения, вычитания, умножения, деления с запретом относительно нуля, то можно говорить о числовом поле масштаба 
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.
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б). 5(
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в). 4(
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) * 2(
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) = 8(
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г). 6(
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) : 3(
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Примечание: Запись пунктов “в).” и “г).” не тривиальна. Для п. “в).” она означает, что величина 4(
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)  взята  два  раза  в собственном поле  масштаба 
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, где 
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 – имеет вспомогательный смысл, характеризует числовое поле.


Учитывая то, что вычисления производятся в одномасштабной системе с единицей масштаба 
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, единицу масштаба в записи примеров можно опустить.


а). 2(1) + 2(1) = 4(1)        (единица масштаба 
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б). 5 - 2 = 3                       (единица масштаба 
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в). 4 * 2 = 8                       (единица масштаба 
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г). 6 : 3 = 2                        (единица масштаба 
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Все вышеизложенное справедливо и для любой другой одномасштабной системы чисел.

Пример 3. Для сравнения различных окружностей (кругов) выберем единицу масштаба – круг с ( Д = 1, тогда длина его окружности  С = (, 

численно равна (, а его площадь  F = ( / 4, численно равна одной четвертой (; назовем этот круг единичным. Длины всех других окружностей и их площади будут выражаться рациональными числами в единицах масштаба единичного круга (е. е. к.).


Для круга с ( Di   Ci = Di (е. е. к.); Fi = Di2 (е. е. к. F).


Пример 4.  Для сравнения различных шаров примем  за единицу масштаба шар с ( Д = 1, тогда площадь его поверхности  S = (, численно равна (, а его объем  V = ( / 6, численно равен одной шестой (; назовем этот шар единичным. Площади поверхности и объемы всех других шаров будут выражаться рациональными числами в единицах масштаба единичного шара (е. е. ш.).


Для шара с ( Di   Si = Di2 (е. е. ш. S); Vi = Di3 (е. е. ш. V).


Список примеров можно было бы и продолжить, но в этом нет необходимости, т.к. и так достаточно ясно, что на основе любой иррациональности можно сконструировать числовое кольцо или поле, в которых возможно сравнивать между собой конечным образом числа, кратные этой иррациональности.

§2. ПОСТРОЕНИЕ МНОЖЕСТВА МАСШТАБОВ 

И НОРМАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ


2.1. Проведем в плоскости листа горизонтальную прямую ММ. В произвольном месте прямой ММ зафиксируем точку и обозначим ее 11/2 (см. рис. 1). Выберем положительное направление отсчета - слева направо. Вычислим величину “Г1”:

Г1 = 21/2 – 11/2 = 0,4142…


От точки с масштабом  11/2 отложим вправо в любых единицах измерения, например, в сантиметрах, величину “Г1” и зафиксируем на прямой ММ точку с масштабом 21/2. (Условно будем считать, что мы можем проделать вышеуказанные операции).

Вычислим величину “Г2”:

Г2 = 31/2 – 21/2 = 0,3179…


От точки 21/2 отложим вправо в сантиметрах величину “Г2” и зафиксируем на прямой ММ точку с масштабом 31/2 . Бесконечным повторением вышеуказанных операций, т.е. каждый раз при одном и том же показателе степени n = ½, увеличивая основание степени на единицу и вычисляя величину ГК = (К+1)1/2 – К1/2 (где К последовательно принимает значение всех натуральных чисел), получим на прямой ММ бесконечное множество точек с масштабами:

11/2;  21/2;  31/2; … ;  1001/2; …  .


До сих пор, фиксируя точки с различными масштабами, мы продвигались вдоль прямой ММ в положительном направлении. Предпримем аналогичные действия в отрицательном направлении – справа налево. Для любой ранее зафиксированной точки с масштабом (К+1)1/2 вычислим величину “ГК”:

ГК = (К+1)1/2 – К1/2.


Отложим от точки с масштабом (К+1)1/2 влево в принятых единицах измерения величину “ГК”, получаем на прямой ММ ранее найденную точку с масштабом К1/2 .    Неограниченно долго продолжая этот процесс, т.е. каждый раз при одном и том же показателе степени n = ½, уменьшая основание степени на единицу и рассчитывая величину ГК = (К+1)1/2 – К1/2 (где К последовательно принимает значения всех оставшихся целых чисел), зафиксируем на прямой ММ, кроме ранее полученных точек, точку ноль и бесконечное множество с масштабами:

(-1)1/2;  (-2)1/2;  (-3)1/2; … ; (-100)1/2; …  .


Примечание: 

1. В вышеуказанных построениях на оси ММ в соответствующем направлении откладывается модуль числа “ГК” без учета того, что число “ГК” может быть как действительным, так и мнимым. 

2. Т.к. действительные и мнимые числа несравнимы между собой, геометрическая трактовка мнимых чисел условна и не соответствует общепринятой, но она не искажает свойства мнимых чисел и не наносит ущерба предмету исследований.

Определение 2.1.1. Множеством масштабов (множеством ММ) называется числовое множество, эквивалентное множеству всех точек оси ММ.

 Определение 2.1.2. Целочисленным сечением множества ММ по показателю степени “n” или целочисленным множеством масштабов по показателю степени “n” (ЦММ по “n”) называется числовое множество, образованное посредством возведения в степень “n” элементов множества целых чисел, кроме нуля.

ЦММ по “n” подмножество множества ММ. (ЦММ по “n” ( ММ). 

Примечание. Для элементов ЦММ по “n” в настоящей работе принято обозначение   кn  . Запись   кn  означает, что результат возведения в степень “n” целого числа “К” нейтрален  по отношению к любому знаку. 

Например:

а). 21/2 = 1,4142…(без знака);


б). (-2)1/2 = i1,4142… (без знака).


2.2. В плоскости листа через точку с масштабом 11/2 оси ММ проведем прямую НН21/2  перпендикулярно к оси ММ. От точки пересечения этих прямых будем последовательно откладывать на прямой НН21/2 , в принятых единицах измерения, вверх и вниз отрезок, равный отрезку, заключенному между точками с масштабом 0 и 11/2 оси ММ (см. рис. 1).  Выберем положительное направление отсчета – снизу вверх. В результате этих операций на прямой НН21/2  относительно точки ее пересечения с осью ММ будет зафиксировано бесконечное множество точек (чисел) кратных единице масштаба 11/2 : 

…; -10011/2 ; …; -311/2 ; -211/2 ; -111/2 ; 111/2 ; 2 11/2 ; 3 11/2 ; …;100 11/2 ;…   (1)

или, в другой форме записи –

…; -100; …; -3; -2; -1; 1; 2; 3; …; 100; … (ед. масш. 11/2 )                             (2)

Аналогичные построения проделаем для точки оси ММ с масштабом 11/2 , т.е. через точку с этим масштабом проведем прямую НН(-1)1/2 перпендикулярно к оси ММ. От точки пересечения данных прямых будем откладывать вверх (вниз) числа бóльшие (мéньшие) числа (-1)1/2, но целократные ему. Таким образом, мы зафиксируем на прямой НН(-1)1/2  бесконечное множество чисел, кратных единице масштаба  (-1)1/2:
…; -100(-1)1/2; …; -3(-1)1/2; -2(-1)1/2; -1(-1)1/2; 1(-1)1/2; 2(-1)1/2; 3(-1)1/2; …; 100(-1)1/2; …                                                                                                       (1)

или, в другой форме записи –

…; -100; …; -3; -2; -1; 1; 2; 3; …; 100; … (ед. масш. (-1)1/2)                          (2)


Примечание. В дальнейшем форма записи (1) опускается. Все числа записываются в форме (2).


Точно такие же построения проделаем для всех фиксированных точек масштабов оси ММ (см. рис. 1), кроме точки с масштабом, равным нулю.


Примечание. Для точки с масштабом, равным нулю, подобные операции не имеют смысла, т.к. любой масштаб множества ММ задается смещением относительно нулевой точки, то, естественно, что сама эта точка, в силу своей однозначности, смещения не имеет.

Определение 2.2.3. Нормальным множеством (множеством НН(  ) называется числовое множество, эквивалентное множеству фиксированных точек оси НН(   , т.е. множество, состоящее из чисел вида К( ,

где:   К – последовательно принимает значения всех целых чисел,

               кроме нуля;

( - единица масштаба;

( - любое число, кроме нуля.

§3. ПРИНЦИПЫ ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 

И ДОПОЛНИТЕЛЬНОСТИ В НОРМАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВАХ 

И МНОЖЕСТВЕ МАСШТАБОВ

3.1. Пусть внутри числового множества НН(-2)1/2   существует объективный  красно-желтый наблюдатель (см. рис. 1). Т.к. наблюдатель находится внутри множества и не имеет внешних критериев сравнения, то критерием сравнения элементов множества ему может служить лишь единичный элемент самого этого множества, причем этот единичный элемент характеризуется для наблюдателя числом “атомом”, т.е. числом с жестко заданными, неизменными характеристиками и резко очерченными границами. Для такого наблюдателя форма записи (1) элементов множества      НН(-2)1/2   попросту не существует (см. 2.2.).

Этот наблюдатель будет утверждать, что его числовая система представляет собой множество действительных целых чисел. Аналогичные красно-желтые наблюдатели всех других множеств НН(  будут утверждать то же самое про свои числовые системы.

3.2. Предположим, что в отрицательной (желтой) области множества  НН21/2  существует объективный желтый наблюдатель, который считает свою числовую систему правильной (положительной). Этот наблюдатель будет утверждать, что красная часть множества НН21/2 , расположенная выше линии ММ, неправильная (отрицательная) по отношению к нему, т.к. при переходе через линию ММ числа меняют свой знак, по отношению к желтой области, на противоположный. Все желтые наблюдатели из других множеств НН(  подтвердят этот вывод применительно к своим числовым системам.

Мы, со своей стороны, можем не только подтвердить, но и расширить выводы желтых наблюдателей: т.к. выбор положительного направления отсчета при построении множеств НН(   был сделан произвольно, то безразлично, какую часть множества НН(   считать положительной, красную или желтую.

3.3. Предположим, что существует объективный красно-желтый наблюдатель, общий для всех множеств НН( , расположенных левее точки ноль оси ММ (наблюдатель левой полуплоскости). Т.к. такой наблюдатель находится внутри множеств левой полуплоскости, то он не имеет критериев сравнения, общих для всей числовой плоскости. Критерием сравнения множеств и их составных частей ему служат элементы самих этих множеств. Такой наблюдатель, считающий свои множества правильными, т.е. уверенный, что на них вполне определена операция извлечения корня четной степени из числа (-(К(), будет утверждать, что числовые множества, лежащие правее точки ноль оси ММ, мнимы по отношению к нему, т.к. при переходе через точку ноль оси ММ, при движении слева направо, основания степени чисел масштабов изменяют свой знак по отношению к нему на противоположный. Аналогичный красно-желтый наблюдатель правой полуплоскости на основании таких же наблюдений будет утверждать противоположное, т.е., что система чисел наблюдателя левой полуплоскости мнима по отношению к системе чисел правой полуплоскости.

По-видимому, спор этих наблюдателей не имеет смысла. Вследствие того, что выбор положительного направления отсчета при построении множества ММ был сделан произвольно, то безразлично, множества какой полуплоскости считать действительными, а какие мнимыми. Если считать масштабы множеств НН(  левой полуплоскости действительными, то аналогичные множества правой полуплоскости мнимы и наоборот.

3.4. Чтобы как-то разобраться в сложившейся ситуации всеобщего числового равноправия, попробуем подобрать такой критерий сравнения, который бы позволил сравнить между собой все множества НН(   и элементы множества ММ – масштабы ( абсолютным образом. Казалось бы, таким критерием сравнения может служить точка оси ММ с масштабом, равным нулю, т.к. все масштабы ( множества ММ задаются смещением относительно этой точки, но дальнейшие исследования показывают, что ноль не может служить общим критерием для абсолютного сравнения числовых величин (см. §4).

Предположим, что все-таки существует такой объективный наблюдатель “А”, с позиций которого можно оценить абсолютным образом масштабы числовых систем НН(  , тогда этот наблюдатель должен находиться в более обширном числовом множестве, которое включает наши построения как частный случай. Но мы вправе оценить позиции наблюдателя “А”, т.е. должен существовать такой объективный наблюдатель “В”, числовое множество которого включает в себя числовую систему наблюдателя “А” в качестве составного элемента и т.д.

Процесс выбора верховного наблюдателя можно продолжать до бесконечности. В итоге нам придется либо согласиться с невозможностью оценить абсолютным образом масштабы множеств НН(   , либо перейти на позиции, не имеющие ничего общего с философией диалектического материализма.

На основе всего вышеизложенного можно сделать следующие выводы:

1). Никакими  математическими  операциями и  приемами нельзя оценить (выяснить) абсолютным образом масштабы числовых множеств НН(  .

2). Все числовые множества НН(     (нормальные множества) обладают равными правами относительно друг друга.

3). Законы математики инвариантны по отношению к любому множеству НН(  .

4). Действительная (положительная) и мнимая (отрицательная) части множества ММ СР-симметричны относительно собственной точки начала отсчета (см. СРТ-теорему).

5). Положительная и отрицательная части множества НН(  СР-симметричны относительно собственной точки начала отсчета.

§4. СВОЙСТВА НУЛЯ

4.1. “Первоначально слово “нуль” означало отсутствие числа (буквальный смысл латинского слова nullum “ничто”). Впоследствии, в связи с рассмотрением отрицательных чисел, это “ничто” получило статус числа.” [Стр. 69 /1/].

Ноль, как число, проявляет весьма своеобразные свойства. Он не имеет общих критериев сравнения не только ни с одним другим числом, но несравним даже с самим собой. Так, отношение 
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 не имеет определенного смысла. В связи с этим следует заметить, что выражение “сравнить с нулем” так же лишено смысла, т.к. чтобы сравнить какую-то величину с нулем, необходимо указать общее свойство для этой величины и нуля,  на основе которого происходит выбор критериев сравнения. Поиски таких общих свойств и критериев сравнения безрезультатны.

Обратимся теперь к геометрической интерпретации чисел.

“Действительные числа можно изобразить точками числовой прямой”. [Стр. 193 /1/]. Это выражение справедливо лишь в отношении одного числа – нуля. Любое другое, отличное от нуля, число изображается на числовой прямой или на числовой плоскости вектором (этот факт хорошо просматривается при сложении–вычитании чисел на числовой прямой или плоскости и не требует особых доказательств). Таким образом, и геометрически не удается сравнить с нулем отличное от него число, т.к. отрезок прямой и точка – качественно различные понятия, не имеющие общих критериев сравнения, причем оба понятия носят элементарный характер.

4.2. Любое, отличное от нуля, действительное число можно сравнить с любым отличным от нуля действительным числом только относительно нуля, как точки начала отсчета. Поясним это и предыдущие положения на физических примерах.

Пример 1. Предположим, что нам надо оценить длины резиновых жгутов. Мы сможем это сделать только задавшись рядом начальных условий, т.е. определив точку начала отсчета. Такими условиями являются: 1). Постоянство температуры, при которой производятся измерения; 2). Состояние резинового жгута при измерении, т.е. измеряется ли он при растяжении под определенной нагрузкой или в свободном состоянии; 3). Определенная влажность в помещении, где проводятся измерения и т.д.

Пример 2. Пусть в числовом множестве НН1   существует наблюдатель, который утверждает, что он легко поднимает единичный объем жидкости, являющийся в его системе и единицей веса. В числовом множестве НН1000   существует аналогичный наблюдатель, который тоже легко поднимает единичный объем жидкости своей системы, представляющий единицу веса для этой системы. По-видимому, разговор таких наблюдателей о тяжелой атлетике не имеет смысла, пока эти наблюдатели не приведены к единым условиям, т.е. пока не определены критерии сравнения и точка начала отсчета, общие для этих двух наблюдателей. Если же они встретятся, то окажется, что второй наблюдатель легко поднимает единичный груз первого наблюдателя, а наблюдателю из системы НН1  не справиться с единичным весом системы НН1000  .

Ноль, в смысле точки начала отсчета, не является уникальным числом, т.к. выбор точки начала отсчета произволен и полностью зависит от наблюдателя.

Учитывая вышеизложенное, ноль, на протяжении всей настоящей работы, понимается не как число, но как точка начала отсчета, поэтому ноль в качестве числа не включен ни в числовое множество ММ, ни в одно из числовых множеств НН(   , в смысле же точки начала отсчета ноль входит во все числовые множества без исключения. Любое отличное от нуля число, также на протяжении всей данной работы, геометрически интерпретируется как отрезок или вектор, хотя по отношению к нему применяется термин “точка”.

Примечание. В дальнейшем трактовка нуля как точки начала отсчета, а любого, отличного от нуля числа, как отрезка или вектора, считается само собой разумеющейся, и все замечания на этот счет опускаются.

§5. СВОЙСТВА ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ СЕЧЕНИЙ 

МНОЖЕСТВА ММ ПО ПОКАЗАТЕЛЮ СТЕПЕНИ “N”

Определение 5.1. Множество, состоящее из чисел вида (К()n , где К – принимает значения целых чисел, ( - любое число, единица масштаба множества ММ, а n= Const называется целочисленным сечением множества ММ по показателю степени “n” или целочисленным множеством масштабов по показателю степени “n” (ЦММ по “n”, см. 2.1.).

5.1. ЦММ по “n” – дискретное множество, т.к. оно построено на основе дискретного множества целых чисел.

5.2. Свойства ЦММ по “n” и множества ММ математически объективны и не зависят от величины единичного элемента множества.

5.3. Выбор величины единичного элемента ЦММ по “n” полностью произволен и не обусловлен какого-то ни было рода внешними, математически объективными обстоятельствами. При выборе единичного элемента ЦММ по “n” и множества ММ все величины обладают равными правами относительно друг друга.

5.4. Никакими математическими операциями и приемами нельзя выяснить, на основе какой величины построено ЦММ по “n” и множество ММ.

Положения 5.2., 5.3. и 5.4. можно проиллюстрировать примером.

Пример. Построим ЦММ по n=
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. В качестве единичного элемента примем число “(”, тогда это сечение будет записано в виде следующей последовательности:

…; (-К()1/2; …; (-3()1/2;  (-2()1/2;  (-()1/2;  (1/2;  (2()1/2;  (3()1/2;…;  (К()1/2;….

От этих масштабов можно построить множества НН(  . Но, учитывая то, что “(”единичный элемент, обозначим его как “1”. После переобозначения всех элементов ЦММ по n=
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, получим картину, идентичную приведенной в 2.1. и на рис. 1.

Вследствие того, что ЦММ по “n” построены на основе принципов относительности и дополнительности, закон выбора величины единичного элемента этих множеств указать невозможно, поэтому им может быть любое число, без ограничения.

Например: 2; (; e; 
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; a+bi; 
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; tg 15o и т.д.

5.5. Рассмотрим свойства ЦММ по “n” в зависимости от величины показателя степени “n”.

а).  При n = 1 ЦММ по n = 1 представляет собой множество целых чисел, свернутое записью “    ” до безразличного по отношению к любому знаку состояния, т.е. как бы приведенное к множеству натуральных чисел.

Примечание. Запись числа в форме Кn и СР-симметричность действительной (положительной) и мнимой (отрицательной) части ЦММ по “n” относительно точки начала отсчета выполняется для любого сечения без исключения, поэтому все свойства ЦММ по “n” рассматриваются на действительной (положительной) части множества и с учетом СР-симметрии  справедливы для мнимой (отрицательной) его части, а все указания на этот счет в дальнейшем опускаются.

б). При n = 2 ЦММ по n = 2 является множеством квадратов целых чисел. На всем протяжении ЦММ по n = 2 выполняется следующая зависимость:

Кi+12 -  Кi2 =   Кi2  - Кi-12  + 2 = 2Кi + 1,

где Кi-1 – основание степени предыдущего, а Кi  и Кi+1 – основания степени последующих, ближайших масштабов этого множества.

в). При n = 3 ЦММ по n = 3 – множество кубов целых чисел. На всем протяжении этого сечения имеет место следующая зависимость:

Кi+13 -  Кi3 =   Кi3  - Кi-13  + 6Кi = 6 
[image: image29.wmf]å

i

Кi

1
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где Кi-1 – основание степени предыдущего, а Кi и Кi+1 – основания степени последующих, ближайших масштабов этого множества.

г).  При n > 3 – целое число. При дальнейшем увеличении “n” разность “ Кi+13  -  Кi3 ” нелинейно возрастает.

Примечание. Множества ЦММ по “n” = m, где m – натуральное число, являются подмножеством соответствующих сечений ЦММ по         n = 
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, где m – натуральное число. В связи с этим, наиболее полное представление о свойствах целочисленных множеств масштабов по показателю степени “n” дает рассмотрение свойств ЦММ по n = 
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,  где m – натуральное число.

д).  При n =  
[image: image32.wmf]2
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. На этом сечении выполняется зависимость:

Рi = Кi+1 – Кi – 1 = Кi – Кi-1 +1 = Рi-1 + 2 = 2 Кi1/2                                 (1)

Рi
______      = 2 = Const                                                                                  (2)

 Кi1/2

где Кi-1, Кi, Кi+1 – основания степени, являющиеся полными квадратами целых чисел, причем такие, что между точками с масштабами

Кi-11/2 ( Кi1/2 и между точками с масштабами Кi1/2 ( Кi+11/2  нет ни одной точки с масштабом, основание степени которого является полным квадратом целого числа;


Рi – количество промежуточных масштабов в интервале Кi1/2 ( Кi+11/2 , т.е. масштабов, основания степени которых не являются полными квадратами целых чисел;

Рi-1–количество промежуточных масштабов в интервале Кi-11/2 ( Кi1/2; 

Кi1/2 – основной масштаб, т.е. масштаб, основание степени которого является полным квадратом целого числа. Представляет собой лишенный знака результат возведения в дробную степень целого числа Кi.

Пример. Рассчитаем количество промежуточных масштабов в интервале 9i-11/2 ( 16i1/2 , тогда: Кi+1 = К16 = 16; Кi = К9 = 9; Кi-1 = К4 = 4; 

Рi-1 = Р4 = 4; Кi1/2  = К91/2  = 
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= 3; 

Рi = Р9 = 16 – 9 – 1 = 9 – 4 + 1 = 4 + 2 = 2 х 3 = 6.

                  Рi-1                                             Рi
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Определение 5.5.2). Основными масштабами или точками основных масштабов называются точки, представляющие масштабы, основания степени которых являются полными n-ми степенями целых чисел. Масштабы, не удовлетворяющие эти требования, называются промежуточными или промежуточными точками.

Таким образом, соотношение (2) может быть выражено в следующей форме: Отношение количества промежуточных масштабов в интервале основных масштабов Кi1/2   (  Кi+11/2  к величине масштаба Кi1/2  постоянно на всем ЦММ по  n =  
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 и равно двум.

Точки основных масштабов характеризуются целыми числами, а точки промежуточных масштабов – иррациональными. (Доказательство на базе основной теоремы арифметики см. стр. 172 /3/).

По мере увеличения модуля масштаба, т.е. по мере удаления от точки начала отсчета, количество промежуточных масштабов растет в соответствии с формулой (1) п.д).5.5., а расстояние между двумя соседними масштабами уменьшается.

е). При n = 
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. На всем протяжении ЦММ по n = 
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 имеет место следующая зависимость:

Pi = Ki+1 – Ki – 1 = Ki – Ki-1 + 6 Кi1/3 – 1 = Pi-1 + 6 Кi1/3 = 6
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Pi : 
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Кi1/3 = 6 = Const                                                                          (2)

где величины: Pi; Pi-1; Ki-1;  Ki; Ki+1;  Кi1/3 несут смысловую нагрузку, аналогичную соответствующим величинам из п.д).5,5,


Зависимость (2) является математическим выражением следующего свойства ЦММ по n =  
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: Отношение количества промежуточных масштабов в интервале основных масштабов Кi1/3   (  Кi+11/3  к сумме величин всех предшествующих основных масштабов постоянно на всем ЦММ по n = 
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 и равно шести.

Пример. Вычислим количество промежуточных масштабов в интервале 2161/3   (  3431/3 ; 

тогда Кi+1 =K343 = 343; Кi = K216 = 216; Ki-1 = K125 = 125; Pi-1 = P125 = 90;   

Кi1/3   =  К2161/3  =  
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 =  6 ; 
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Кi1/3 = 
[image: image44.wmf]å

216

1

К2161/3 = Кi1/3 + К81/3 + К271/3 + К641/3   + К1251/3   + К2161/3  

= 
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 + 
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 + 
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27

 + 
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64

 + 
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125

 + 
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216

 = 21;

P216 = 343 – 216 – 1 = 216 – 125 + 6х6 – 1 = 90 + 6х6 = 6х21 = 126.

По мере удаления от точки начала отсчета количество промежуточных масштабов растет в соответствии с формулой (1) из п. е).5.5., а расстояние между двумя соседними масштабами уменьшается.

ж). При n = 
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, где m > 3 = натуральное число. Для этих сечений характерно дальнейшее нелинейное увеличение количества промежуточных масштабов. По мере роста “ m ” и увеличения основания степени, число Рi нелинейно возрастает, а расстояние между соседними масштабами сокращается.

з).  При n = 
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. Свойства ЦММ по n = -
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 идентичны свойствам ЦММ по n = 
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 с учетом СР-симметрии относительно этого множества, т.е. при замене знака показателя степени на противоположный изменяется на противоположное направление действия свойств множества,  и зависимости, приведенные в п. д). 5.5. для ЦММ по n = 
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,  справедливы для знаменателей масштабов в ЦММ по n = -
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.

и). При n = -
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. Свойства данного сечения идентичны свойствам ЦММ по n = 
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 с учетом СР-симметрии относительно этого множества и т.д.

Свойства ЦММ по “ n ” не исчерпываются приведенными в этом параграфе, но ограниченный объем настоящей статьи не позволяет дать их полный анализ.
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§6. СВОЙСТВА НОРМАЛЬНЫХ МНОЖЕСТВ

6.1. Множество НН(, по существу, является множеством целых чисел, без числа ноль. Свойства такого рода множеств известны. Множество НН(, как множество целых чисел – дискретное, упорядоченное, счетное, не ограниченное ни сверху, ни снизу.

В множестве НН( замкнуты действия сложения, вычитания, умножения с ограничением относительно нуля, т.е. накладывается запрет на сложение одинаковых по модулю, но разных по знаку чисел и на вычитание одинаковых по модулю и знаку чисел. Таким образом, множество НН(  является своеобразным числовым кольцом.

6.2. Определение 6.2.1. Множество называется равномерно дискретным, если любой элемент этого множества можно представить в виде аддитивного набора одной и той же единицы масштаба.

Нетрудно заметить, что множество НН( равномерно дискретно по построению.

§7. МЕТАМНОЖЕСТВО НН( 

В предыдущем параграфе мы говорили, что числовое множество НН( равномерно дискретно. Понятию равномерной дискретности множества НН(  можно придать некоторую наглядность, если  представить себе числовое множество в виде ровной, без каких бы то ни было флуктуаций, прямолинейной дороги, вдоль которой на равном расстоянии друг от друга стоят одинаковые столбики с цифрами, характеризующими удаление каждого конкретного столбика от столба, принятого за начало отсчета.

Представим себе, что по этой дороге в любом направлении, например, из отрицательной области к положительной, продвигается некоторый объективный наблюдатель, и попробуем разобраться в ощущениях такого наблюдателя. По-видимому, наблюдатель будет обладать различным объемом информации о множестве, в зависимости от условий, в которых   происходит путешествие.  (Считается, что наблюдатель путешествует налегке, т.е. все его оснащение состоит из необходимой одежды и обуви, а в пище он не нуждается). Если он путешествует в ясный солнечный день, то он может точно определить свое местонахождение относительно точки начала отсчета в каждый конкретный момент времени по цифрам на столбиках и по изменению высоты солнца над горизонтом, может прикинуть время и скорость своего движения. Равноудаленность друг от друга одинаковых столбиков дает информацию о равномерной дискретности множества.

Если путешествие происходит в условиях безлунной, туманной, что называется, глухой ночи, то нашему наблюдателю, чтобы не сбиться с пути, придется продвигаться наощупь – от столбика к столбику. При этом он не видит цифр, написанных на столбиках, и не может определить свое местонахождение. Продвигаясь по направлению от отрицательной части множества к положительной, он перейдет за точку начала отсчета и даже не заметит этого. В этих условиях единственная объективная информация о множестве, которой обладает наблюдатель - это информация о равномерной дискретности множества столбиков.

Выбору такого объективного наблюдателя, весь объем информации которого составляет знание о равномерной дискретности множества НН(  , соответствует выделение наиболее общих свойств числового множества НН( . Действительно, при переходе от одного множества НН(1 к другому - НН(2  изменяется единица масштаба множества, может изменить свое местонахождение точка начала отсчета, направление отсчета, но свойство равномерной дискретности характерно для всех множеств НН( .

Вследствие того, что множество НН( не ограничено ни в отрицательную, ни в положительную сторону, путешествие наблюдателя, фиксирующего лишь информацию о равномерной дискретности множества, может продолжаться бесконечно. Причем, его путь не обязательно должен быть прямолинейным. Например, он может двигаться по окружности, радиус которой значительно превышает величину единицы масштаба множества НН( , в этом случае восприятие наблюдателем множества НН( останется прежним.

Определение 7.1. Метамножеством НН(  (мета НН( ) называется такое равномерное дискретное, замкнутое само на себя, множество НН( , на котором не заданы ни точка начала отсчета, ни направление отсчета, т.е. соответствующее восприятию наблюдателя, фиксирующего информацию о равномерной дискретности множества.

Метамножество НН(  не является числовым множеством, т.к. понятие числа и соответственно понятие счета возникает лишь при задании ряда начальных условий, таких как: точка начала отсчета, направление отсчета, единица масштаба. Метамножество НН(  обладает единственным свойством равномерной дискретности. Геометрически оно интерполируется окружностью, с нанесенными на ней точками дискретности, радиус которой значительно превышает величину единицы масштаба множества.

§8. СВОЙСТВА МНОЖЕСТВА МАСШТАБОВ

8.1. Свойства множества ММ будем рассматривать в общем виде на примере его действительной части (ОМ+), но все выводы справедливы и для мнимой части множества (ОМ-) с учетом ее СР-симметрии к действительному подмножеству множества ММ относительно точки начала отсчета.

Множество ОМ+ является, по сути дела, множеством всех действительных чисел.

Примечание. Действительное подмножество множества ММ сконструировано из множества всех действительных чисел посредством применения к нему операции лишения знака, чему соответствует запись числа в форме ( . Такая трактовка множества всех действительных чисел не влияет на рассматриваемые свойства этого множества, но позволяет избавиться от ряда тавтологий, неизбежных при отдельном изучении положительных и отрицательных действительных чисел.

Таким образом, действительное подмножество множества ММ обладает свойствами множества всех действительных чисел, т.е. это несчетное, непрерывное, плотное множество мощности континуума. Плотность ОМ+ равномерна на всем его протяжении.

Определение 8.1.1. Если по числовой прямой, являющейся геометрической интерпретацией некоторого непрерывного плотного множества, катится без скольжения окружность произвольного, но постоянного радиуса, то точка контакта этой окружности с числовой прямой последовательно накрывает все числа данного множества. Равномерно плотным считается такое непрерывное множество, в котором повороту окружности на один и тот же угол, в какой бы части множества она не находилась, соответствует смещение точки контакта на одну и ту же величину, т.е. точка контакта после поворота окружности на заданный угол накрывает число, отличающееся от числа, соответствующего положению точки контакта до начала движения, на величину “е”, постоянную на всем протяжении данного множества для этого угла поворота окружности.

Примечание. Непрерывность и равномерная плотность множества ММ позволяют не рассматривать сечения множества ММ по показателю степени “n” с дробным основанием степени. Наши построения охватывают все многообразие чисел.

Множество ОМ+ является своеобразным числовым полем, т.к. в нем замкнуты операции сложения, вычитания, умножения, деления, возведения в степень, извлечения корня с учетом запрета, накладываемого на действия, в результате которых получается ноль.

Множество ОМ+ не ограничено ни в сторону увеличения, ни в сторону уменьшения модуля числа.

8.2. Множество ОМ+ объединяет в себе два различных числовых подмножества: рациональные действительные числа и иррациональные действительные числа. Элементы каждого из двух вышеуказанных подмножеств существенно отличаются друг от друга , но любое иррациональное число приближенно можно передать с любой степенью точности рациональным числом.

Во введении к работе мы указывали, что подходим к изучению числовых систем от свойств непрерывности и от понятия иррационального числа, т.е. эти понятия являются первичными и служат базой для определения всех остальных понятий. Поэтому попробуем определить рациональное действительное число “К” через иррациональности. Это можно сделать несколькими способами, например, так:  

(Kn – 1) 1/n  < K < (Kn + 1)1/n
где К > 1  - натуральное число,

       n > 1 – натуральное число.

Примечание. Иррациональность числа вида: (Kn ( 1)1/n,

где К > 1 – натуральное число, 

       n > 1 – натуральное число

легко доказывается на основании общей теоремы арифметики. Причем , число (Kn ( 1)1/n ,  где n > 2 – натуральное число, иррационально и при К > 1 – любое рациональное действительное число.

При n ( 
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 последовательности (Kn – 1) 1/n  и (Kn + 1)1/n  сходятся к одному пределу – K. Значит, мы можем определить рациональное действительное число “K” как предел определенной  последовательности иррациональных чисел. Но возникает вопрос: - какой последовательности отдать предпочтение? Или, как велико должно быть “n”, чтобы число “K” можно было определить как предел любой из двух вышеуказанных последовательностей иррациональных чисел? Речь идет, по сути дела, о степени точности, с которой необходимо определить число “K”. Причем, вопрос о степени точности неизбежно возникает как при определении иррационального числа через рациональные, так и при любом способе определения любого рационального числа через иррациональности. Но задание определенной степени точности является внешним актом насилия по отношению к иррациональному числу, т.к. в этом случае иррациональное число попросту подменяется числом совершенно другой природы и лишается своего важнейшего свойства – непрерывности.

Таким образом, определяя рациональное число через иррациональности, мы не можем его определить иначе как иррациональность, взятую с определенной, заранее заданной, степенью точности, что, в свою очередь, приводит к выводу об иррациональности множества ММ (ОМ+) на всем его протяжении. К точно таким же выводам приводят чисто логические рассуждения о природе и свойствах множества ММ. Действительно, если множество ММ (ОМ+) непрерывно и плотно, то оно не может состоять из качественно различных элементов, т.к. в этом случае неизбежно существовали бы точки разрыва, характер которых определялся бы различием качеств элементов, входящих в это множество. В то же время, число с жестко заданными, неизменными характеристиками и резко очерченными границами – рациональное число, не может служить основой для построения непрерывного, плотного множества, т.к. это число дискретно по самой своей сути. Итак, если множество ММ ( ОМ+) непрерывно и плотно, то оно и полностью иррационально, т.е. не имеет ни одного рационального элемента, Этот вывод можно проиллюстрировать геометрически, на числовой оси.

Рассмотрим на числовой оси ЦММ по n = 
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, где m = натуральное число. Заметно, что по мере роста знаменателя показателя степени, числа “m”, и удаления от точки начала отсчета, количество точек промежуточных масштабов, иррациональных точек, быстро растет, а расстояние между двумя соседними точками так же быстро сокращается, что, в конце концов, приводит к слиянию этих точек в единую и непрерывную линию. Образно выражаясь, числовая прямая представляет собой как бы числовой поток, где одно число непрерывно переливается в другое без разрывов и флуктуаций.

§9. МЕТАМНОЖЕСТВО ММ

Наиболее общими свойствами множества ММ являются свойства непрерывности и равномерности плотности.

Пусть по множеству ММ путешествует объективный наблюдатель, аналогичный наблюдателю из §7. Если такой наблюдатель фиксирует лишь информацию о непрерывности и равномерной плотности множества, т. продвигаясь от действительной части множества к мнимой, он перейдет за точку начала отсчета и даже не заметит этого. Бесконечный путь наблюдателя, как и наблюдателя из §7, не обязательно должен представлять прямую линию. Наш наблюдатель может двигаться по дуге окружности достаточно большого радиуса, такого, что информация о кривизне пути не фиксируется в сознании наблюдателя.

Определение 9.1. Метамножеством ММ (метаММ) называется такое непрерывное, равномерно плотное, замкнутое само на себя множество, в котором не заданы: ни операции над его элементами, ни направление отсчета, ни точка начала отсчета, ни единица масштаба.

Геометрически метамножество ММ интерполируется окружностью. Процесс конструирования метамножества ММ можно изобразить наглядно. Для этого необходимо взять готовое ЦММ по “n” множества ММ и последовательно лишить его всех характеристик и свойств, кроме свойств непрерывности и равномерной плотности, т.е. проделать операции, обратные построению множества ММ (см. рис.2.).

Метамножество ММ, как метамножество НН( , не является числовым множеством, т.к. построено на принципах, предшествующих появлению понятия числа.  Единственные свойства метаММ – непрерывность и равномерная плотность.

§10. ТОРОИДНОЕ МЕТАМНОЖЕСТВО

Рассмотрим систему: все метамножества НН(  – метамножество ММ. Примечание. В этом случае ( = const – бесконечно малая величина, приращение метамножества ММ.

Учитывая тот факт, что метаН(  являются нормалями метаММ, т.е. располагаются в пространстве перпендикулярно по отношению к непрерывному, равномерно плотному метаММ, мы может геометрически интерполировать всю совокупность: метаНН(  - метаММ, как тор (см. рис.3).

Определение 10.1. Тороидным метамножеством называется совокупность всех метамножеств НН(  и метамножества ММ.

Важнейшим и единственным свойством тороидного метамножества является его однородность.

§11. КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

В параграфе пять мы говорили, что нет ограничений на тип числа единицы масштаба множества ММ, поэтому все построения: - множество ММ, множества НН( ,  метаММ, метаНН(  , тороидное метамножество – можно проводить на основе любой величины, в том числе и комплексной. Но само комплексное число, в свете всего вышеизложенного, представляет собой числовую группу, состоящую из элементов, взаимосвязь которых определяется законом единства и борьбы противоположностей.

§12. РАЗВИТИЕ ЧИСЛА НА ОСНОВЕ ПРИНЦИПОВ

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ И ДОПОЛНИТЕЛЬНОСТИ

 Современный математический числовой аппарат представляет собой последовательное расширение первичного понятия, которым является дискретное множество натуральных чисел. Числа подразделяются на отдельные классы: - класс целых, рациональных, вещественных и комплексных чисел. Различные классы чисел значительно отличаются друг от друга.

В отличие от этого, вышеизложенная теория чисел построена на основе принципов относительности и дополнительности, а также свойств непрерывности числовых множеств, что позволило существенно расширить понятие числа. Так, любое число “(” понимается как область пересечения двух множеств: множества ММ и множества НН( .. 

(((ММ; ((НН( ; (= ММ ( НН( ;)

Как элемент множества ММ это число “(” всегда полностью иррационально и, в наиболее общем случае, либо вещественно, либо мнимо, в зависимости от принятого направления отсчета. В то же время это же число “(”, в качестве элемента множества НН( , рассматривается как число “атом”, т.е. принимается со всеми его достоинствами и недостатками как единая и недробимая, вполне определенная и законченная форма. Если   (( НН( , то это всегда целое число, положительное или отрицательное, в зависимости от принятого направления отсчета для множества НН( (см. рис. 4.).

   Таким образом, взамен отдельных классов чисел, существенно разнящихся друг от друга, имеет место диалектическое единство всех числовых систем.

Применение принципов относительности и дополнительности в математических исследованиях позволяет совместить такие антагонистические понятия, как непрерывность – дискретность и создать математически объективную теорию чисел, обладающую большой степенью общности.
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Процесс конструирования метамножества ММ
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ЦММ по "n"
Сняты операции лишения знака и возведения в степень
Множество лишено направления отсчёта
Множество лишено 

единицы масштаба
Множество лишено 

точки начала отсчёта
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(метамножество ММ)
Рис. 2
Тороидное метамножество
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Рис. 3
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